V-12 (1 h3 min) 18-Marzo-2019

e 4l Ll Caftme Discretizacion Trasformada de Fourier (DFT)

(V1) de resumen de V-10: Funci6n periédica @(x, £) = YR=%, Co(t) eFn* e R (K, = Tn - K_, =—-K,)

L
+2 :
(VIID) de resumen de V-10: En general C,(t) = %f_f ¢(x,t) e Xn*dx cumplen: C_,(t) = C;;(t)
2

(I1) de resumen de V-11: Si ¢ cumple ecuacién de onda C,(t) = 4, e ‘“nt + A%, e'®nt @, =v |27”n| = w_,

Las A, y A_, son nimero complejos constantes arbitrarios, obtenidos al resolver una ecuacion diferencial.

Determinacion de las constantes arbitrarias A, v A, a partir de condiciones iniciales cuando ¢ =0.
Sustituyendo ¢ = 0 se debe cumplir: C,(0) = A4, + AL,
También: ¢(x,0) = YP=®, C,(0) eKn¥ = Y=2_ (A4, + Ar,)en¥ =Fn=® 4 eiknX 4 yn=c g* eiknx

«“__ 9 “« ’»

Como los sumatorios van desde n = -0 a n = +oo se obtienen los mismos sumandos cambiando “rn” por “-n”.
LS — y'n=co iKy x n=o * =Ky x
Hacemos esto en el segundo sumatorio: ¢(x,0) = Y n=C, A, e n* + YN=% Ay e

Por otro lado, como ¢(x,0) € R y con objeto de expresarlo como suma de términos con e n* y con e~ n¥,

utilizamos la propiedad de que la parte real de un complejo es: Preqr = : (¢> +¢7)
Ponemos: ¢(x,0) = Y=%, C,(0) ekn* = 2_3"001C (0) eifnx +Zﬁ_‘i°m1C (0) e tHnx

Ahora estamos en disposicion de comparar las dos expresiones anteriores con las exponenciales en azul:
An=5Ca(0) y A3 =3Ci(0) Ademds, como C;(0) = C_n(0) = Ap=2C_,(0) =4,

1
Llegamos a la conclusion que las A, cumplen lo mismo que las C,: A_,= A, y 4, = 2 c.(0) @

Podria simplificarse_(11) de resumen de V-11: Cu(t) = 4y (€7t + e'@nt)

1vxe[-1,+1]

EJEMPLO Suponemos campo ¢, que en r = 0 es ¢p(x,0) = {0 Vxe[-1+1]

Queremos hallar su evolucion en el tiempo ¢ (x, t)

L
1) Hallamos C,(0) mediante (VIII) de resumen de V-10: C,(0) = %f_zz ¢ (x,0) e KnX dx que en este caso sera:
2

[e—iKnx]"'l:_ 1 (e—iKn_e+iKn) 2 sinky (real)

I P - _
C,(0) = Lf_l 1-e dx T n

i KnlL
El caso particular cuando n = 0 (K, = 0) se calcula aparte: Cy(0) = % f_+11 dx =2

sin Kn

2) Hallamos A4,, = —C (0) =

y el caso particular (cuando K, = 0) 4, = %CO(O) = %
3) Hallamos C,(t) = A4, (e‘l“’"t +elont) = S0 ) coswyt y caso particular (K, = 0): Cy(t) = —2 cos wyt = %

4) Ponemos: ¢(x,t) = Y=, C, (t) en*
n=co 2 Sinkp

Pl ) =+ TnEn

2 = 2 sinKk, . = 2 sinK;
o, t) ==+ 21" % cos K, x - cos wpt + i Y m=2, I
L KnL KnL
Los sumandos del primer sumatorio son todos positivos, tanto para K, positivos como negativos. En cambio los

sumandos del segundo sumatorio se anulan entre si, pues son positivos con K, > 0y negativos con K, <0 . Por lo tanto
- 2 sinK,
n=oco n

queda la parte real: ¢(x,t) = % + Xz

cosw,te

i 2 2 sinK,
lKnx=Z+Z" ® ™ (cos Ky x + i sin K, x) cos wyt

=—00
n Kn

sin K, x - cos w,t

cosK,x -cos w,t

LK,
En el video se programa con t=0 { i
MatLab para L = 20, v = 1, se ‘
toman 400 sumandos y se ve I I I ! I I I : eeF]. , b

periddica periddica ‘ ‘ periddica
-L72 +L/2 -L72 +L2

evolucionar al variar ¢



Al desarrollar una funcién ¢(x,t) periddica en serie de Fourier obtenemos un sumatorio de infinitos términos y cada

uno de ellos es una funcién continua a lo largo del eje X: p(x,t) = YP=%, C,(t) eKn*
¢(x’ t) — 320—000 An (e—iwnt + eiwnt) eiKnx — gzo_ooo Ane—i(wnt—Knx) + Z%ii%o Anei(wnt+Knx)
Como los sumatorios van desde -0 a +oo se obtienen los mismos sumandos cambiando n por —n. Hacemos esto en el
segundo sumatorio, teniendo en cuentaque A_, = 4, , w_,=w, vy K_, =-K,
¢(x’ t) — 2;1;2000 Cn(t) eifknx — ;l;iooo[Ane_i(w”t_K"x) + A;et(wnt—Knx)] (ID)

En (II) se obtiene ¢(x,¢) continua como suma de infinitas ondas continuas simples: [4,e " @nt=Kn®) 4 Ay ei(@nt=Kn2)]

Discretizacion de la Serie de Fourier (DFT) Obtenemos N puntos discretos de la funcién ¢(x,,?) correspondientes
a N valores del eje X: x,, comprendidos en [-L/2, +L./2]

Cada uno de esos puntos ¢,,(f). se obtiene aproximadamente (exacto si fuera N = o0) como suma de N valores de las
funciones simples evaluadas en x,, (el sumatorio se extendido entre -N/2 y N/2-1, abarcando asi N valores)

S : =¥ : .
Dm(® 2T 2% Calt) efnin = 37727 [4,e7ntKutn) 4 g gilomtKuxm] )
n=—3 n=—-

2

La izquierda de la figura es una representacion de la funcion ¢(x,,t) para un instante “t congelado”
La parte derecha representa (para cualquier #) el espectro de ondas simples con el que se construye la funcién

D3 ' L N=6
N=6 D2 En este caso habria 6 ondas simples diferentes
B/
A -
n \ ‘
Onda simple 1
Onda simple 2
-7
| . ] = Onda simple 3
T".-'llm"l_- ’ { .. \ I;I -.\:\ "".I\ -: Kﬂ
\ | | III f | . o
i ) \ / \; 1,5 ; ESPECTRO DE FRECUENCIAS
e =, \ / Onda ../
,f\ \J/ V4 v/ simple g\z)’ Cada onda simple tiene una
\| Onda . . -
onda (1)) IR 2(1\_-) Kn (frecuencia ) y An (amplitud)

simple 1

Observando la expresion (I1T) vemos que a cada sumando (onda simple), de indice “n”, le corresponde:
*  Un coeficiente C,(t) en el que estd incluida la amplitud A, de la onda simple
* Un valor K, relacionado con la frecuencia de la onda simple: K,, = 2n f,/v (v es velocidad de propagacion)

Cada coeficiente C,(t) se obtiene, (VIII) de resumen de V-10, con integral continua entre —-L/2 y L/2 que ahora
discretizamos como sumatorio desde que x,, = -L/2= m-L/N — m =—-N/2 hasta x,, = +L/2= m-L/N — m = +N/2

-1 1m=%-1

L N
1015 —i 1wty —i L A .
Ca(t) = zf_f(l)(x, t) e” fn¥dx z;zmi -N/2 Pm(t) e LKnxmﬁ_’Cn(t) zﬁzm=iN/2 Pm(t) e Ha¥m (V)
2

G699

Se comprueba que solo hay N coeficientes C,(t) diferentes — /N valores del indice “n”, que tomaremos [-N/2,...N/2-1]
2 L 2mm - —ZE 4 N) -y iz _mm,
En efecto: Kpxp,, = —n_-m=—=n = Cpyy=--€ N = N e mM=..e "N " -1=C(,

Puesto que sélo hay N coeficientes C,(t) diferentes, s6lo se suman N ondas simples diferentes, cada una con su K,,
para obtener los ¢,,(¢). Por eso en (II1) el indice n del sumatorio va desde n =—N/2 .... n = +N/2—1

2

2 N __ T T
L

=t =N K, =2 (5 -1) =2

Espectro de frecuencias: n = -N/2 —» K,, = — 2= N 7 .



| Continuacién resumen V-12 EJEMPLO sencillo

Sea la funcién, que en =0, es:: ¢(x) = { }) ?;:3 B =0 QO:I

Periddica en el eje X de periodo L =2

Discretizamos en N = 4 puntos x,, del eje X :

1 1

xm={x_2=—1; X_1=735; Xo=0; x1=+5} 1/2 +1/2

Se pretende conocer, habiendo elegido N = 4, el espectro qj'glt 9 ¢'1;=0 ¢+1:=0 1

de frecuencias (valores de K,) de las 4 ondas simples, asi
= -1/2 1/2

como los coeficientes C,, de los que se deducen su L / ¢ i +1
X X1 Xo X1

amplitudes (valores de A,,)

K, = ZTnn L =2 ylos valores de “n” hemos visto que va desde —N/2 a N/2-1. Por lo tanto n =-2, -1, 0, +1

N
. . 1  m=--1 o
Los coeficientes: C,(t) = ﬁ2m=iN/2 P (t) et KnXm

Los valores de ¢,, que conocemos son parat=0: C,(0) = %(0 +0+1- e tKn0 4 0) = % (todos iguales en t = 0)

Las amplitudes, segtn (I): A, = %Cn(O) todas valen igual A4, = % . % = %
21 1 1 pn
n=-2 K,=—(2)=-2r |[C,0)=5|A4A,2=7
2 4 8
8 1/8 178 18
21 1 1 > &
n=-1 K—1=7(—1)=—7T C—1(0)=Z A—1=§
n=0 Ko=2"0)=0 o0 =2 | a,=2
) 2T 1 1 -2n -7 0 +T Kn
n=+ K = — = =—1 A = —
) FD =+ ) Ca(0) 4|17 g ESPECTRO DE FRECUENCIAS

1 six=0

La funcién dada inicialmente corresponde al instante # =0 : ¢p(x,0) = { 0 V0

Si suponemos que la velocidad de propagacion de todas las ondas simples es igual v =1 m/s, obtenemos los valores de
w, =V|Ky| = |K,| = w_, , sabemos que 4, = Ay, =§ y podemos expresar la evolucion de la funcién con el
tiempo, utilizando (III), para cada uno de los cuatro valores de ¢, ¢, ¢.;, P9 y Ps

N
n=——1 . _ % i _ 1 =
¢m(t) =~ Zn__zﬂ [Ane l(wnt Knxm) +Anel(wnt KnXm)] = Z 2=_+21 [COS (wnt_Knxm)]
T2

|w_2 =2m;K ,= —27z'| w;=m K;=-=1 | wo=0;Ky)=0 | oy =n;K=7x
1
Xx,=-1 ¢_,= % [ cos(2mt — 2m) +cos(mt —m) +cos(0t—0) 4+ cos(mt + n)] = 7 [cos(2mt) — 2 cos(mt) + 1]
1
e = —é ¢_, = % [ cos(2mt — ) + cos (nt - g) +cos(0t—0) +cos (nt + g)] = 2 [—cos(2mt) + 1]
1
Xo =0 ¢, = i [ cos(2mt —0) + cos(mt —0) +cos(0t —0)  + cos(nt — 0)] = 7 [cos(2mt) + 2 cos(mt) + 1]
1
Xy = +% g = % [ cos(@nt+m) + cos (nt + g) +cos(0t —0)  + cos (nt - g)] = 2 [—cos(2mt) + 1]

Obsérvese que para ¢ = 0 los cuatro valores anteriores cumplen las condiciones de la funcién inicial ¢(x, 0)

En el video se programa en MatLab y se ve la evolucion temporal de los cuatro puntos.



